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Probabilite

Prévoir I’'inconnu a partir du connu ?

¢ L'inférence implique un passage de I’échantillon a la
population régi par un ensemble de postulats et de regles
étudiées dans un branche des mathématiques appelée calcul
des probabilités

¢ Il s’agit de passer du connu a I’inconnu en se fondant sur un
raisonnement logique

¢ La théorie des probabilités s’intéresse a décrire des
expériences aléatoire

v Exemple :le jet de dés
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Probabilite

Prévoir ’'inconnu a partir du connu ?

¢ Une expérience aléatoire se caractérise par un ensemble ()
appelé espace d’épreuve

¢ Chaque élément de cet ensemble est appelé un résultat ou
une issue de cette expérience

¢ Pour un jet de un seul dés I’espace d’épreuve Q) est:
1,2,3,4,5,6

¢ La probabilité d’avoir un 1, par exemple, avec un seul lancé
est de 1 chance sur 6

nb de fois ou cet événement peut apparaitre
Peve) = pet oPb )

(nb total d’événements peut possibles)
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Probabilite

Prévoir ’'inconnu a partir du connu ?

¢ Pour le jet d’une paire de dés, ’espace d’épreuve Q) est :

ler dé > 1 2 3 4 5 6
1 (L,H | @1 | 31D | 4,1 | GB,D | (6,1)
2 (1,2) | (2,2)
3 (1,3) (3,3)
4 (1,4) (4,4)
5 (1,5) (5,5)
6 (1,6) (6,6)

|

2eme dé
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Probabilite

Prévoir ’'inconnu a partir du connu ?

¢ Quelle est la probabilité d'obtenir deux as (ou la somme 2)
en lancant une paire de dés ?:

ler dé > 1 2 3 4 5 6
1 (L,H | @1 | 31D | 4,1 | GB,D | (6,1)
2 (1,2) | (2,2)
3 (1,3) (3,3)
4 (1,4) (4,4)
5 (1,5) (5,5)
6 (1,6) (6,6)

|

2eme dé
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Probabilite

Prévoir ’'inconnu a partir du connu ?

¢ Quelle est la probabilité d'obtenir deux as (ou la somme 2)
en lanc¢ant une paire de dés ?

1 2 3 4 5 6
1 [@) ey | ey | ey eyl ey
2 | 1.2 | @2
3 | (1,3 3.3)
s | w9 4,4)
5 | (1,5 (5,5)
6 | (1,6 (6,6)
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¢ Réponse :P(eve. 2 AS) = 1/36, 1 chance sur 36



Epreuve de Bernoulli

¢ Comme pour le jeu du pile ou face, la distribution la plus
simple est celle qui décrit des événements n’ayant que deux
possibilités
v Un individu est choisi au hasard et son sexe est noté. Le résultat
peut étre Homme ou Femme.

v Dans l'industrie, une machine peut fonctionner ou étre en panne,
etc.

¢ La loi de Bernoulli décrit le comportement d'une expérience
aléatoire qui possede deux résultats possibles

v En général, I'un des deux résultats est appelé de fagcon arbitraire
un « succes » et ’autre un « échec »

v Une telle expérience s'appelle une épreuve de Bernoulli
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Epreuve de Bernoulli

¢ Pour simplifier, on note p la probabilité d’un succes, Pr(S).
Il s’ensuit que 1 - p est la probabilité d’un échec, souvent noté q,
Pr(E)
v Dans le cas d’une piece de monnaie non truquée, p='%.

v Dans le cas de la machinerie, I’entrepreneur souhaite que P soit le
plus élevé possible.

¢ Dans un essai de Bernoulli, chaque essai est indépendant des
essais précédents.

v Il découle alors que la probabilité est simplement multiplicative.

¢ Par exemple
v Pr{S, S} (la probabilité de deux succes) est : Pr{S, S} = pxp =p?

v Pr{§,8,E, §, E, E} =pxpX(1-)xp*(1-q) X(1-)=p°(1-)°
v L’ordre dans lequel les résultats sont obtenus n’est pas important
puisqu’ils sont indépendants.
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Exemple

Les jeunes enfants disent souvent de petits mensonges sans
mauvaises intentions. Dés I’dge de 2 ans et jusqu’a environ 5 ans, un
enfant peut mentir pour diverses raisons. Disons qu’un enfant ment 1
fois sur 5 (attention il s’agit d’'un exemple illustratif et non d’une vraie
donnée), on veut savoir sur 5 questions independantes quelle est la
probabilité qu'un enfant:

¢ ne ment pas, c.a.d Pr{V,V,V,V,V}
=4/5x4/5x4/5x 4/5x 4/5 = 1024/3125 = 0.32768 ~ 32,77 %

¢ ment S fois, c.a.d : Pr{M, M, M, M, M} =
1/5x1/5x1/5x 1/5x 1/5 =1/3125 = 0.00032 = 0,032 %

¢ ment 1 fois, c.a.d Pr{M, V, V, V,V} ou Pr{V, M, V, V, V} ou
Pr{V,V, M, V,V} ou Pr{V,V,V,M,V} ou Pr{V,V,V,V, M}
= (1/5x4/5x4/5x 4/5x 4/5)x 5 = 0.08192x 5.=0.4096 = 40,96%
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Lol binomiale

¢ Lorsqu'on répete une épreuve de Bernoulli on obtient un
schéma de Bernoulli.

¢ Une maniere visuelle de représenter cette suite d'expériences
est d'utiliser un arbre de probabilité : a chaque génération de
l'arbre, deux branches partent de chaque noeud, une pour le
succes et une pour l'échec.

¢ Le nombre de succes au cours d'une série de n épreuves
répondant a un schéma de Bernoulli est une variable aléatoire
discrete, appelée loi binomiale.

¢ En statistique (et en théorie des probabilités) la loi binomiale
modélise le nombre de succes obtenus lors de la répétition

indépendante de plusieurs expériences aléatoires identiques.
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Exemple

S1 on joue a pile ou face, disons 10 fois, quelle est la probabilité
d’obtenir : 1 face, 2 faces, 3 faces ... ?

Disons que ’on reproduit 10 000 fois cette experience des 10
lancés par une simulation Monte-Carlo dont voici le résultat:

Nb 0 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10
piles

n, 8 96 | 450 | 1167|2101 | 2398 | 2083|1170 | 428 | 89 10

1

2500 -

2000 -
1500 -
1000 -
500
0l —1 l l -
0 2 4 6 B
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De Bernoulli a binomiale

¢ La loi de Bernoulli décrit le comportement d'une expérience
aléatoire qui possede deux résultats possibles. En général, I’un
des deux résultats est appelé de fagon arbitraire un « succes »
et 'autre un « échec ».
v On associe la probabilité p pour le succes et donc (1 — p) pour
I’échec
v Exemple :le lancer d’un dé
Soit le succes I’événement « la face du dé est le chiffre 3 »,de

probabilité p (=1/6), et pour échec I'événement « la face du dé
n’est pas le chiffre 3 », de probabilité 1-p (=5/6)

¢ Un schéma de Bernoulli d’ordre n : c’est une répétition de n
épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes

v Exemple: on lance 10 fois de suite un dé. Il y a répétition de 10
épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes
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De Bernoulli a binomiale

¢ Soit une répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et
indépendantes de probabilité p (schéma de Bernoulli) et soit X
la variable aléatoire qui associe a cette répétition de n épreuves
le nombre de succes.

v La loi de probabilité de X est alors appelée loi binomiale de
parametres n et p et est notée B(n;p). La formule déterminant la
probabilité que la valeur prenne la valeur k est P(X=Kk).

Je ne donne volontairement pas la formule de la probabilité.

v Exemple I
On lance 10 fois de suite un dé.La variable aléatoire X prend pour
valeur le nombre d’occurrences du chiffre 3, c.a.d. le nombre de
succes. X suit donc une loi binomiale de parametres n=10 et de
probabilité p=1/6 ,B(10;1/6). La probabilité d’avoir 4 fois 3 (sur les
n=10 lancés) est P(X=4).
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De Bernoulli a binomiale

v Exemple II
Dans une Université 0.5% des étudiants sont kleptomanes (ou
kleptomanes).
Le terme kleptomanie (qui s'écrit aussi "cleptomanie") désigne, chez la
personne qui en est atteinte, la pulsion irrépressible de s'approprier

des objets, ceci en l'absence d'un motif économique ou d'un besoin réel
de cet objet.

v On prend un échantillons de 40 étudiants.
On se pose la question de la probabilité d’avoir 2 étudiants
cleptomanes. On sait que c’est une loi binomiale de parametres n=40 et
de probabilité p=0.0012% et donc on peut calculer P(X=2).

¢ L'emploi de la loi binomiale n'est pas toujours tres commode.
Si n est grand, c'est-a-dire au moins une trentaine d'observations, et si
p n'est pas trop proche de 0 ou de 1, la loi binomiale converge vers
une loi normale. C'est une application du théoreme de limite centrée.
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Lol normale

Fonction mathématique

¢ La courbe normale est la représentation graphique d’une
fonction mathématique qui met en relationy et x

v x :valeurs de la variable statistique étudiées (ou modalités)
v v : Peffectifs associés (qui sera N(x) ou n(x))

v N ou n :le total d’individu dans I’échantillon ou la population c’est
toute l’aire sous la courbe 4 N(x) ou n(x)

Toute la surface de la courbe
représente 100% de la population
c.a.d.Noun
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Lol normale

Fonction mathématique

¢ La courbe normale est la représentation graphique d’une
fonction mathématique qui met en relationy et x

v x :valeurs de la variable statistique étudiées (ou modalités)
vy : Peffectifs associés ( qui sera N(x) ou n(x))

v N ou n :le total d’individu dans I’échantillon ou la population c’est

toute I'aire sous la courbe A N(x) ou n(x)

Toute la surface de la courbe
représente 50% de la population
c.a.d.N/2 oun/2
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Lol normale

Fonction mathématique

¢ Lorsqu’un variable X suit une loi normale, elle est dite
gaussienne ou normale et on note :n(m,s) ou N(u,0)

¢ La loi normale est parfaitement définie par deux

parametres
10
v La moyenne Ue0, 0202, mmm
s U0, 072110, w—
v I’ écart-type 08 R0, OPn50, e
. w2, 005, — .
~ 06
<
& o4

02

f
00
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Lol normale

Fonction mathématique

¢ Parfaitement symétrique autour de sa valeur
moyenne

v Valeur moyenne qui est aussi la médiane et le mode

¢ Un point d’inflexion situé situé a une
distance d’un écart-type de la moyenne

n(x)

v Point d’inversion du sens de la courbe

et il

¢ Réle extrémement important en statistique
inférentielles, car la distribution de
nombreuses variables aléatoires suit
une telle loi

o e

I
I
I
I
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
L

- —————————————
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La notion de probabilité et la loi
normale

¢ La relation entre loi normale et probabilité repose sur la
notion d’aire comprise sous la courbe.

¢ Un phénomeéne est d’autant plus probable que la portion
d’aire qui lui correspond sous la courbe est plus importante
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Exemple
¢ Taille de la population de I’'UFR de Psychologie N=500
1 380 personnes
X5
o
for
o
B
Q
E
Q
A g
g 3
O u
O3
=)
ik o
>
155 185 Taille (cm)

¢ La probabilité d’avoir un éleve compris entre 155 cm et 185
cm est : 380/500. = 76%

O.Dadoun CM stat. psycho. L2 P7 -2017



La notion de probabilité et la loi
normale

¢ On souhaite calculer la probabilité qu’une valeur x;, tirée au
hasard, soit comprise entre x, et X, : p(X; < X; < X,).

¢ Le calcul de y, et y, délimite une aire hachurée sous la
courbe

¢ L’aire totale sous la courbe est égale a 1

v La probabilité peut étre exprimée comme un « rapport des aires »

aire hachurée

PEX; =X 5%y = )
aire totale

v p(X; = X; = X,) = proportion de I’aire hachurée
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Fonction de densité

¢ Quand une variable X suit une loi normale, on représente
généralement la distribution des proportions et non celle des
effectifs.

¢ La fonction de densité donne la fréquence d’apparition d’'une
modalité de la variable x. La surface compris entre la courbe
et ’axe des abscisses représente 100% des effectifs
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Exemple

¢ Taille de la population de I’'UFR de Psychologie

A

76%
Q
O
o
o
©]
o)
9
5 g
¢ 5
O u
5 o
g a
>
155 185 Taille (cm)

¢ Effectif total 100%
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Fonction de densité

¢ On peut découper I’'aire en plusieurs trongons de largeur =
1 0. Quelles que soient les valeurs de U et 0 (et donc 'allure
de la courbe de Gauss), ces trongons occupent des
pourcentages de surfaces toujours identiques.

¢ Le calcul de ces pourcentages permet de calculer, et donc de
prévoir, les probabilités d’occurrence
des modalités comprises dans ces

i ~99.7% = 30 g)
trongons i

| ~95.4% = 20 |
l

¢ Ainsiona - 2ialle, '|
v 68,3 % des valeurs de la / \
distribution comprise dans [-1 0,1 0]
v 95,4 % des valeurs comprises dans [-20,20 ] -
v 99,7 % des valeurs comprises dans [-30 ,30 L
3a 20 0 yall "o ozzc’w% 30
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Lol normale centrée réduite

¢ Dans la famille des lois normales, il en existe une qui sert de
références pour toutes les autres : la loi normale centrée
réduite
v Elle est unique elle a pour moyenne 0 et pour écart-type 1
v On la note z, qui suit la loi de distribution N(0,1)

¢ Comme U = 0,1’axe de symétrie de la courbe est I’axe des
ordonnées

¢ Comme 0 = 1,1’écart-type sert d’étalon a I’axe des
abscisses

¢ On a I’habitude d’appeler « z » ’axe de la mesure au lieu de
«X»
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Transformation de N( 1,0 ) en N(O, 1)|.

¢ Pour toute loi normale N( (4, 0), deux transformations
peuvent étre effectuées
v Centrage, en posant y = x- : y apour moyenne O
v Réduction, en posant z=y/0 :zapour écart type 1 et pour
moyenne 0.

¢ Siune variable continue x suit une loi normale, on peut la
transformer en une loi normale centrée réduite en posant une
nouvelle variable z, appelée écart réduit, telle que :

T — [
— Pour une population
a

L —Tn , :
A Pour un échantillon

S
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Lol normale centrée réduite

040 >¢ Pour z=0,onay~0.4
/o v Sommet de la courbe
/oesof O\
0.25 | —>& Pourz=1,0ona
02071 v Point d’inflexion
0.15 |
0.10 |
/ 0.05 | \
__— i Z
_ 5 1 0 1 2 3

La loi normale posséde plusieurs propriétés intéressantes...
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Propriété

¢ L'aire totale sous la courbe est 1
v Elle donne directement la probabilité

¢ Conséquence : on peut pour un z donné calculer la
probabilité associée a z

¢ Il suffit de calculer la surface occupée avant ou apres z1 et on
obtient directement la probabilité d’avoir ,/~ "\
une valeur z de la variable supérieure ou / "
inférieure a z1.
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Propriété

¢ Comme l'aire totale est €égale a 1, on peut écrire
v P(z<zl) + P(z>z1)=1 (100%)
v P(z=z1)=1-P(z2zl)

¢ On consigne ’ensemble des probabilités dans une table dite
« table des z » ou « table z »

Exemple N\
Sizl = 1, on sait que 'aire au-deladezest /
de 0,1586, soit 15,86 % de la surface totale P(z>z1)=0.16
P(z<zl)~1—0.16 ~0.84 ) g
5
e W zI=1
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Propriété

¢ Les probabilités associées a zl et —z1 sont identiques

¢ Comme I’axe des ordonnées est ’axe de symétrie, les aires
au-dela de z1 ou en deca de —z1 sont identiques, et les
probabilités associées égales

¢ P(z=-z1)=P(z2zl)
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Propriété

¢ On peut calculer la probabilité comprise entre 2 valeurs a et
b de Z

¢ Cette probabilité sera égale a ’aire comprise entre a et b

¢Sib>aonaP(a<z=<b)=P(z=Db)-P(z=Ra)

pla <X <b)
correspond a
I*aire sous la courbe entre a et b

P(z<a)a, b
0.Dadoun CM stat. psycho. L2 P"ZPZ(ZKb)




Table unilatéral

¢ Pour des raisons le plus souvent liées au contexte
expérimental, on peut choisir d’effectuer des épreuves
unilatérales dans lesquelles les valeurs extrémes sont
localisées d’un seul coté.
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Table unilatéral

¢ Pour des raisons le plus souvent liées au contexte
expérimental, on peut choisir d’effectuer des épreuves
unilatérales dans lesquelles les valeurs extrémes sont

localisées d’un seul coté.

1
z1 0

v z,=-1.23, zone grise =10%

v z; = 1.65, zone grise =5%

v 2z, = 2.33,zone grise =1%

¢ Attention donc de quelle table on parle ...
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Table bilatérale

¢ Le plus souvent, on utilise la table bilatérale externe, qui
donne, pour une valeur de z considérée en valeur absolue,
la proportion d’observations ayant une valeur de z, en valeur
absolue, égale ou supérieure a zl

¢ Cette table donne pour un z déterminé une valeur telle que
v a=P(z=-zl) + P(z2zl)

v Comme P(z=-zl) = P(z=-zl)
Ona /2 =P(z=-zl) = P(z=-zl)

v P(-zl £ z2zl)=1l-«
v P(-zl £ 22 0)=P(0=z = zl)
=(l-a)/2
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& Présentation de la table bilatérale . annexe 4 : i nomate cauie st it

v Elle donne toutes les valeurs de [T o o
|z| & 2 décimales comprises entre |:: .o &
0et4.

v Sur la colonne de gauche :
les valeurs de |z| a une décimale

v Sur la 1 ligne : g
on trouve la 2°™¢ décimale correspondante

Exemple :2=1,96

On repére la valeur 1,9 de la 1® colonne = = = =

On repére la valeur 0,06 de la 1¢© ‘ligne‘
On trouve a l'intersection la valeur a
correspondante : @ =0.05 |

Cela signifie que : P(|z|>1.96)=0.05 e
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¢ Autrement dit, 5% des observations ont une valeur de
Z soit supérieure a +1,96, soit inférieure a - 1,96

¢ Il yen a donc 2,5 % de chaque cété

/ \\
l‘/ .“n
/ \
",. I".
'] \
l' \
/ \

2.5%

3 -2 1 0 1 2 3
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De la table unilatéral a bilatérale |

¢ On a P(z<zl) et on veut: P(z<-zl et z>zl) et P(-z1<z<zl)

P(zl<-zl et z>z1)=1-P(-zl<z<zl)

¢P(z<-zl1)=1-P(z<zl) d’ou
P(-zl<z<zl)=P(z<zl)-1+P(z<zl)
P(-z1<z<zl)=2xP(z<zl)-1

¢ P(zl<-zl et z>z1)=2x(1-xP(z<zl))

1
O.Dadoun CM stat. psycho. L2 P7 -2017 z1 0 +z1




Exemple

¢ P(z<1,96)=0.9744
P(-1,96<z<1,96)=2x0,9744-1=0,9488
P(z<1,96 et z>1,96)=1-0,9488=0,0512
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Exemple I a. —Table unilatérale

¢ Le temps nécessaire aux étudiants pour terminer une
épreuve d’examen est une variable normale, de moyenne 90
min et d’écart-type 15 min. Quelle durée doit-on fixer a
I’épreuve sil’on souhaite que 90% des étudiants puissent
terminer dans le temps imparti ?

¢ Solution a: avec le tableau z unilatéral (plus simple)
On cherche donc z1 tel que P(z<z1)=0.90.
Avec le tableau z unilatéral la plus proche probabilité est
de :0,9015.
Pour laquelle on lit z1=1,29.
z1=(x-90)/15=1,29 => x=109.35 soit environ 1h50
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¢ L’ échelle de dépression du test M.M.P.I* est standardisée sur
une moyenne de 50 et un écart-type de 10
(*Minnesota multiphasic personality inventory: permet une
exploration des différents aspects de la personnalité normale et
pathologique)

Exemple I b. —Table unilatérale

¢ Sil’on considere qu'une note standard supérieure ou €gale a 70
traduit un état pathologique, combien trouve t-on de personnes
pathologiquement dépressives dans une population de 30 000
personnes ?
z=(70-50)/10 =2 ,P(zl1<2) = 0,9712
=>P(z1>1)= 1-P(z1<2)=0,0228 soit 0,0228 x 30000= 684 sont
pathologiquement dépressive parmis les 30 000 personnes.
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¢ L’ échelle de dépression du test M.M.P.I* est standardisée sur

une moyenne de 50 et un écart-type de 10
(*Minnesota multiphasic personality inventory: permet une
exploration des différents aspects de la personnalité normale

et pathologique)

Exemple Il

¢ Sil’on considere qu’'une note standard supérieure ou €gale a
70 traduit un état pathologique, combien trouve t-on de
personnes pathologiquement dépressives dans une

population de 30 000 personnes ?
On donne «a =P(z=-2) + P(2z=22)=0.046
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Exemple Il — Table bilatérale

¢ Le temps nécessaire aux étudiants pour terminer une
épreuve d’examen est une variable normale, de moyenne 90
min et d’écart-type 15 min. Quelle durée doit-on fixer a
I’épreuve sil’on souhaite que 90% des étudiants puissent
terminer dans le temps imparti ?

¢ Solution b: avec le tableau z bilatéral (plus simple)
On a P(z<-zl)+P(z>zl) et on veut P(z<zl)
P(z<zl) =1 - P(z>zl) comme P(z>z1)=P(z<-zl)
P(z<zl) =1 - (P(z<-zl)+P(z>zl))/2
d’ou P(z<-zl)+P(z>zl) = (1-P(z<zl))x2 = 0,2
Avec le tableau la probabilité la plus proche
est de P(z1)=0,201 soit z= 1,28

1 ' 21
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Exemple Il — Table bilatérale

Z=(X-1t)/ 0 = (10-50)/10 =2

¢ On cherche la probabilité P(2=22)

¢ P(2=<-2) + P(2=22)=0.046 (1)
v On sait que P(Z2=-2) = P(222) (2)
v Avec (2) et (1), 2xP(Z222) = 0.046 => P(Z=22) =0.023 = 2.3%
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¢ L’ échelle de dépression du test M.M.P.I* est standardisée
sur une moyenne de 50 et un écart-type de 10
(*Minnesota multiphasic personality inventory: permet une
exploration des différents aspects de la personnalité
normale et pathologique)

Exemple Il — Table bilatérale

¢ Sil’on considere qu’une note standard supérieure ou égale
a 70 traduit un état pathologique, combien trouve t-on de
personnes pathologiquement dépressives dans une
population de 30 000 personnes ?
On donne « =P(z=-zl) + P(z=2z1)=0.046
P(0=z<zl)+P(z=2zl)= 0,5 on sait que
P(0=z=<zl)=(l-a)/2 d’ou:
P(z=2z1)=0.5-(1-o)/2=0.023
2.3%x30 000 = 690 personnes
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Exemple Il — Table bilatérale

& Les scores de QI au test de Wechsler suivent une loi normale

de moyenne 100 et d’écart-type 15 points.

v Quelle est la probabilité de I’événement :
« score compris entre 85 et 115 » ?

On cherche z€[(85-100/15); (115-100/15)] soit z€ [-1;1]
La table nous donne P(z<-zlet z>zl), pour avoir P(-1<z<1) il faut

faire 1- P(z<-zlet z>zl) soit 1- 0,317=68,3%.

On retrouve bien les 68% dans *1 0, on peut verifier pour 2 0 et

+30

v Estimer le score moyen de 99% de la population

P(-z1<z<z1)=0,99, on cherche dans la table
P(z<-zlet z>z1)=1-P(-z1<z<z1)=0.01 soit
z1=2,56 donc le score est z1=(x1-100)/15=138,4
etz1=-(x1-100)/15=61,6

score €[61,6;138,4]
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